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Théorème d’Abel :
Soit

ř

anzn une série entière de rayon ě 1 telle que
ř

an converge. On note f la somme de
ř

anzn sur Dp0, 1q.
On fixe θ0 P

“

0, π
2

“

. On pose :
∆θ0 “ t1 ´ ρeiθ, ρ ą 0, θ P r´θ0, θ0su X Dp0, 1q.

Alors, lim
zÑ1

zP∆θ0

fpzq “

`8
ÿ

n“0
an “ S.

θ0

∆θ0

Dp0, 1q

1

Démonstration. Posons @n P N, Rn “

`8
ÿ

k“n`1
ak. On souhaite évaluer |fpzq ´ S|.

Soit z P C tel que |z| ă 1. Soit N P N˚.
N
ÿ

n“0
anzn

´

N
ÿ

n“0
an “

N
ÿ

n“1
anpzn

´ 1q (les 1ers termes se soustraient)

“

N
ÿ

n“1
pRn´1 ´ Rnqpzn

´ 1q transformation d’Abel

“

N´1
ÿ

n“0
Rnpzn`1

´ 1q ´

N
ÿ

n“0
Rnpzn

´ 1q (1er terme nul)

“

N´1
ÿ

n“0
Rnpzn`1

´ zn
q ´ RN pzN

´ 1q

“ pz ´ 1q

N´1
ÿ

n“0
Rnzn

´ RN
§

đ

0

pzN
§

đ

0

´ 1q

Donc lorsque N Ñ `8, fpzq ´ S “ pz ´ 1q

`8
ÿ

n“0
Rnzn.

Soit ε ą 0. Comme
ř

an converge alors il existe N P N tel que @n ě N, |Rn| ă ε.
Soit z P C tel que |z| ă 1.

|fpzq ´ S| “ |z ´ 1|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

n“0
Rnzn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď |z ´ 1|

N´1
ÿ

n“0
|Rnzn

| ` ε|z ´ 1|

`8
ÿ

n“N

|z|
n

ď |z ´ 1|

N´1
ÿ

n“0
|Rnzn

| ` ε
|z ´ 1|

1 ´ |z|
car |z| ă 1

Si z P ∆θ0 , alors z “ 1 ´ ρeiθ et |z|2 “ 1 ´ 2ρ cos θ ` ρ2 et ρ ą 0.
|z ´ 1|

1 ´ |z|
“

|z ´ 1|

1 ´ |z|2
p1 ` |z|q “

ρp1 ` |z|q

2ρ cos θ ´ ρ2 ď
2

2 cos θ0 ´ ρ
ď

2
cos θ0

si ρ ď cos θ0 (licite car z Ñ 1).

De plus,
N´1
ÿ

n“0
|Rn| est une constante donc il existe α ą 0 tel que α

N´1
ÿ

n“0
|Rn| ă ε.

Si on prend z P ∆θ0 et ρ “ |z ´ 1| ď mintα, cos θ0u. Ainsi, |fpzq ´ S| ď ε `
2ε

cos θ0
.



Théorème de taubérien faible : Soit
ř

anzn une série entière de rayon 1.
Notons f sa somme sur Dp0, 1q. On suppose qu’il existe S P C tel que lim

xÑ1´
fpxq “ S.

Si lim
nÑ`8

nan “ 0 alors
ÿ

nPN
an converge et S “

`8
ÿ

n“0
an.

Démonstration. @n P N, on note Sn “

n
ÿ

k“0
ak. Soit n P N˚. Soit x Ps0, 1r.

Sn ´ fpxq “

n
ÿ

k“0
ak ´

`8
ÿ

k“0
akxk

“

n
ÿ

k“1
akp1 ´ xk

q ´

`8
ÿ

k“n`1
akxk

Comme 1 ´ xk

1 ´ x
“ 1 ` x ` ¨ ¨ ¨ ` xk´1

ď k car 0 ă x ă 1. Ainsi, 1 ´ xk ď kp1 ´ xq.

Donc, |Sn ´ fpxq| ď p1 ´ xq

n
ÿ

k“1
k|ak| `

`8
ÿ

k“n`1

k

n
ˆ

loomoon

ą1

|ak|xk.

Comme lim
nÑ`8

nan “ 0 alors pn|an|qnPN admet un majorant M . Ainsi,

|Sn ´ fpxq| ď p1 ´ xqMn ` sup
kąn

pk|ak|q ˆ
1
n

`8
ÿ

k“n`1
xk

ď p1 ´ xqMn ` sup
kąn

pk|ak|q
1

np1 ´ xq
car 0 ă x ă 1

Soit ε Ps0, 1r. Alors pour n P N˚, 1 ´
ε

n
Ps0, 1r. Donc,

ˇ

ˇ

ˇ
Sn ´ f

´

1 ´
ε

n

¯ˇ

ˇ

ˇ
ď εM `

1
ε

sup
kąn

k|ak|

Comme k|ak| Ñ 0 alors prenons N0 P N tel que sup
kąN0

k|ak| ă ε2.

Or lim
xÑ1´

fpxq “ S, donc il existe N1 P N tel que @n ě N1,
ˇ

ˇ

ˇ
f

´

1 ´
ε

n

¯

´ S
ˇ

ˇ

ˇ
ă ε.

Ainsi, @n ě maxpN0, N1q, on a

|Sn ´ S| ď

ˇ

ˇ

ˇ
Sn ´ f

´

1 ´
ε

n

¯
ˇ

ˇ

ˇ
`

ˇ

ˇ

ˇ
f

´

1 ´
ε

n

¯

´ S
ˇ

ˇ

ˇ
ď εM ` ε ` ε

Donc Sn Ñ S.

Remarque. Le théorème d’Abel est un résultat de continuité et pas de prolongement.

Application : Pour θ Ps0, 2πr,
ÿ

nPN˚

einθ

n
converge et

`8
ÿ

n“1

einθ

n
“ ´Logp1 ´ eiθ

q.

• On utilise le critère d’Abel pour montrer la convergence de la série.
La suite

` 1
n

˘

nPN˚ est positive, décroissante et tend vers 0. De plus,
ř

einθ est bornée :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

n“1
peiθ

q
n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eiθ 1 ´ eiNθ

1 ´ eiθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
2

|1 ´ eiθ|
“

2
a

p1 ´ cos θq2 ` sin2pθq
“

2
?

2 ´ 2 cos θ
“

1
| sinpθ{2q|

• Pour z P Dp0, 1q, Logp1 ´ zq “ ´

`8
ÿ

n“1

zn

n
donc Logp1 ´ eiθzq “ ´

`8
ÿ

n“1

einθ

n
zn.

`8
ÿ

n“1

einθ

n
Abel
“ lim

zÑ1
zPs0,1r

`8
ÿ

n“1

einθ

n
zn

“ lim
zÑ1

zPs0,1r

Logp1 ´ eiθzq “ Logp1 ´ eiθ
q

car Log est continue sur CzR´ et si z “ 1 alors 1 ´ eiθz R R´.
• 1´eiθ “ eiθ{2pe´iθ{2´eiθ{2q “ ´eiθ{22i sin

`

θ
2

˘

“ 2 sin
`

θ
2

˘

ei θ´π
2 et Logpzq “ ln |z|`iArgpzq

alors
`8
ÿ

n“1

cospnθq

n
“ Rep´Logp1 ´ eiθ

qq “ ´ ln p2 sin θ{2q et
`8
ÿ

n“1

sinpnθq

n
“ ´

θ ´ π

2 .


