Théoréeme d’Abel angulaire et théoreme de taubérien faible

o Gourdon, Analyse. (263-264)

Théoreme d’Abel :
Soit >’ a,z" une série entiere de rayon > 1 telle que

> a, converge. On note f la somme de ) a,z" sur D(0, 1).

On fixe 0y € [ E[ On pose : 0, D(0,1)
Ay, :{1—pe ,0>0 0 € [—00,600]} N D(0,1). 1
Alors, hm f(z Z an = S. w
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Démonstration. Posons Vn e N, R, = Z ar. On souhaite évaluer |f(z) — S].
k=n+1
Soit z € C tel que |z\ <1 Soit N e N*.
N
Z an2" — Z a, = Z a,(z" —1) (les 1°™ termes se soustraient)
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Z ] — (2" = 1) transformation d’Abel
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R, (2" — Z (2" = 1) (1" terme nul)
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Donc lorsque N — +0, f(z)—Sz(z—l)Zan".

Soit € > 0. Comme Y a, converge alors il existe N € N tel que Vn > N, |R,| <e.
Soit z € C tel que |z| < 1.
Z R, 2"

1f(z) = 5] =z =1
- +o0
<z —1] Z |Rn2"| +elz—1] > 2]
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Size Ay, alors 2z =1—pe et |2]2=1—2pcos + p? et p> 0.
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car |z| <1

si p < cos By (licite car z — 1).
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De plus, Z |R,| est une constante donc il existe a > 0 tel que « Z |R,| <e.
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2e
cosfy

Si on prend z € Ay, et p = |z — 1| < min{a, cosOp}. Ainsi, [f(2) — S| <e+



Théoréme de taubérien faible : Soit ] a,z" une série entiére de rayon 1.
Notons f sa somme sur D(0, 1). On suppose qu il existe S € C tel que hm flz)=S.

Si lim na, = 0 alors Z a, converge et S = Z Q.
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neN n=0

Démonstration. ¥n € N, on note S,, = Z ag. Soit n € N*. Soit z €]0, 1[.
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Zak—Zak 22 1—37 Z apz®
i k=0 k=1 k=n+1
Comme —— =1+ x4+ 2" <kcar 0 <z < 1. Ainsi, 1 — 2% < k(1 — z).
- n +00
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D - < (1- — k.
onc, |5, — f(z)] < (1 —x) Z klag) + ] =% il
k=n+1 \— —
>1
Comme hm na, = 0 alors (n|a,|)ney admet un majorant M. Ainsi,
IS, — f(z)] < (l—x)Mn-i-sup klag|) x Z 2"
k: n+1
1
< (1—2)Mn+ k — 0<z<l1
(1—x)Mn 21;5( ’ak‘)n(l — car x

Soit € €]0, 1[. Alors pour n € N* 1 — = €]0, 1[. Donc,
n

f (1 - %)‘ eM + —supk:|ak|

€ k>n

Comme k|ay,| — 0 alors prenons Ny € N tel que sup k|ay| < 2.

k>N0
Or lim f(z) =9, donc il existe N; € N tel que Yn = Ny, |f (1 — —) S‘ <e.

r—1—

Ainsi, Yn > max(Ny, N1), on a
1S, — S| <|s f(1——)] ‘f(l——)—S‘éaMJraJra
Donc S,, — S. O

Remarque. Le théoreme d’Abel est un résultat de continuité et pas de prolongement.
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Application : Pour 6 €]0, 27, Z ©  conv erge et Z — —Log(l — ).
n
neN* n=1

o On utilise le critere d’Abel pour montrer la convergence de la série.

La suite (f) o+ €St positive, décroissante et tend vers 0. De plus, e est bornée :
N JiNG
Z 70 - 1 — € < 2 - 2 - 2 1
N ~ ; 7 p - —
~ 1 — et [1—e® /(1 —cosf)? +sin?() +/2—2cosb | sin(6/2)]
+0 peL ‘ 190 R'i,n,()
e Pour z€ D(0,1), Log(l — 2) = — Z ~— donc Log(1 —€z) = — Z — 2",
n=1 1 n=1 1
400 ()/,fn,é) Al +0 inf ) .
= liml = lilq Log(1 — %) = Log(1 — ¢")
n=1 1 zzﬁl[rbzl ) z)éﬁ,l[

car Log est continue sur C\R™ et si z = 1 alors 1 — ez ¢ R™.

o 1= 02 (702 —¢02) = —e/22sin (§) = 2sin (%) i’ et Log(z) = In|z|+iArg(z)
& cos(nb) i0 X sin(nd) 0—m
alors Z = Re(—Log(1 — ")) = —In (2sin6/2) et Z = — :
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